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Aufgabe 1: Sei P der euklidische Vektorraum der reellen Polynome mit dem durch (P|Q) :=
Jo dze™® P(z) Q(x) definierten Skalarprodukt, und P, C IP der Untervektorraum der Poly-
nome vom Grade < n.

(a) Zeigen Sie, dass es genau eine Folge (L, ),>0 von Orthogonalpolynomen (d.h. (L,,|L,) =
0,,m) vom Grade n gibt, welche L, (0) > 0 erfiillt (Laguerre-Polynome).

(b) Weshalb ist (Lo, ..., L;,) eine Basis von P,?

(c) Berechnen Sie Ly, () fiir n =0,1,2. [Hinweis: [;°dze " 2™ =nl]

Aufgabe 2: Eine duBerst niitzliche wenn auch nicht unbedingt wohldefinierte Formel lautet

1 1 .
o ”’(5) T im(z) ,

wobei P den Cauchyschen Hauptwert bezeichnet. Ermitteln Sie eine Begriindung dieser Formel.

Aufgabe 3: Im Skript (Seite 44) wird eine 27-periodische Treppenfunktion ¢(y) := (7 — y),
0 < y < 27 betrachtet, wobei 6 die Stufenfunktion bezeichnet. Uns interessiert jetzt der Fall

_J L w<y<w+ta
daly) _{ 0, sonst

(a) Zeigen Sie, dass die Betrige der Fourier-Koeffizienten, |v,|, unabhéngig von ¥ sind.
(b) Ermitteln Sie ~,, fiir die Wahl yo = 0.
(c) Verifizieren Sie, dass die Fourier-Reihe im quadratischen Mittel gegen ¢, konvergiert:

- 1
> bl = 5=l

n=—oo

[Hinweis: 79 = 5-; |7n|—|sm((m/2| n#0; > 1605(“" :%—%4—% 0<a<2m]

n2

Aufgabe 4: Sei

o0
t(z) = % + Z(ak cos kx + By sinkx) .
k=1
Wie miissen die Koeffizienten «;, 3; bestimmt werden, damit der Abstand von t zu einer
Funktion f : [—m, 7] — R, definiert als

d(f,t) = [If —t]l == (/_idwlf(w) - t(96)|2>1/2 ,

minimal wird?



