Ubungen zu Theoretische Physik IV Blatt 4

[ Abgabe 19.05.2009 in der Vorlesung, Tutorien 28.-29.05.2009 ]

Aufgabe A: Quantisierter Wirbel. Die stationdre Gross-Pitajewski-Gleichung lautet
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wobei 1 eine komplexe Wellenfunktion ist, (%) = f(Z) exp(ia(Z)).

(a) Wir betrachten zuerst einen zweidimensionalen Raum mit Koordinaten r, z, und nehmen
den Ansatz f = f(r),a = const. Zeigen Sie, dass die Gross-Pitajewski-Gleichung nach
einer angemessenen Skalierung f = fof, r = ro in die folgende Form umgeschrieben
werden kann:

(7 + f) = ) =o0.
(b) Bestimmen Sie die Losung der vorigen Gleichung mit den Randbedingungen f(O) =0,
f'(00) = 0. [Hinweis: Bedienen Sie sich des Ansatzes f(7) = atanh(b).]

(c) Wir betrachten demnichst einen dreidimensionalen Raum, mit Zylinderkoordinaten r, 6, z,
und benutzen den Ansatz f = f(r),a = 6n. Zeigen Sie, dass die Gross-Pitajewski-
Gleichung die Form
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erhilt. Bestimmen Sie die zwei filhrenden Terme des asymptotischerj Verhaltens bei
7 — 0 und 7 — oo fiir |n| = 1, und skizzieren Sie die ganze Funktion f(7).

(d) Zeigen Sie, dass die gefundene Losung die in der Vorlesung hergeleitete suprafluide
Strémungsgeschwindigkeit Us = (nh/mr)éy wiedergibt, und dass bei der Bestimmung
der Energiedichte AE,/L = ffRdr rfozwdﬁ $ps(r)v2(r) die untere Grenze ¢ jetzt zum
Null gesetzt werden kann. Wie ist es mit der oberen Grenze R?

Aufgabe V1: Schallgeschwindigkeit in ultrarelativistischer Materie. Wir betrachten eine
ideale Fliissigkeit mit T := —pni’ + (e + p)uru” /c*. Es sei angenommen, dass es keine
thermodynamisch bedeutende erhaltene Teilchenzahl IV gibt; die Energiedichte € kann folglich
als Funktion von nur einer Variable ausgedriickt werden, € = €(p).

(a) Leiten Sie, ausgehend von der Energieimpulserhaltung 0,7"" = 0, den Ausdruck =
c? /€ (p) fiir die Schallgeschwindigkeit her.

(b) Betrachten wir eine Materie deren Zustandsgleichung durch das Stefan-Boltzmannsche
Gesetz gegeben wird, p = %, wobei g die Zahl der Freiheitsgrade ist (z.B. g = 2
fiir die Schwarzkorperstrahlung). Bestimmen Sie ¢;/c in diesem Fall.

Aufgabe V2: Kanonische Variablen in der Prdsenz eines elektromagnetischen Feldes.
In der Vorlesung [18.05.2009] wurde die Wirkung S = S,,, + Sy,¢ eines geladenen Teilchens
im elektromagnetischen Feld gegeben. Zeigen Sie, dass diese in Form des Linienintegrals
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geschrieben werden kann. Hier ist P* := (H/c, p*), wobei H die Hamilton-Funktion und p’ die
Komponente des kanonischen Impulses bezeichnen. Driicken Sie desweiteren H als Funktion
von p' aus.



