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[Falls Sie nicht mit komplexen Zahlen vertraut sind, brauchen Sie die Aufgaben nur insofern
zu |6sen, als dieses mit reellen Zahlen maglich ist.]

Aufgabe 1: Eigenwerte und Eigenvektoren. Ermitteln Sie die Eigenwerte und die normierten
Eigenvektoren folgender Matrizen (jeweils 2 Punkte):

1 a 1 a 010
A= , a#0; B= , a#0; C=10 01
a 1 0 1 10 0

Aufgabe 2: Reelle und imaginédre Eigenwerte.

(a) Bestimmen Sie die Eigenwerte folgender Matrizen (jeweils 2 Punkte):
A cos ¢ sin ¢ B_ cos¢ —sing
-\ sing —cos¢ )’ - \sing coso )’
(b) Verifizieren Sie anhand dieser Beispiele (ggf. durch eine angemessene Wahl von ¢),

dass eine symmetrische Matrix reelle und eine antisymmetrische Matrix rein imaginare
Eigenwerte hat (2 Punkte).

Aufgabe 3: Funktionen von Matrizen. Eine Matrix M besitze die Eigenwerte \; und die
entsprechenden Eigenvektoren v(®).

(a) Betrachtet wird eine Funktion f(M) := )" a,M™. Zeigen Sie, dass f(M) die gleichen
Eigenvektoren wie M hat, aber jeweils mit den Eigenwerten f()\;) (3 Punkte).

(b) Zeigen Sie, dass falls M regulir ist, die Inverse M ~! auch die gleichen Eigenvektoren
wie M hat, aber jeweils mit den Eigenwerten A (3 Punkte).

Aufgabe 4: Matrizen in der Quantenmechanik. In der Quantenmechanik werden physika-
lische GroBen (,,Observablen”) durch symmetrische (bzw. hermitesche) Matrizen dargestellt,
und die moglichen Messwerte sind die dazu gehorigen Eigenwerte. Ein ,, Absteigeoperator”, A;
ein ,, Aufsteigeoperator”, AT und zwei , Zustinde", |0), |1); seien wie folgt definiert:

=(34)- (2 1). m(3)- - (2):

(a) Verifizieren Sie die folgenden Identitaten (2 Punkte):
Ally=|0y, AJoy=0, ATjoy=11), AT[1)=0.
(b) Ein,Antikommutator“wird als {A, B} = AB+ BA definiert. Verifizieren Sie die folgende
»Algebra” (2 Punkte):
{A Ay ={AT ATV =0, {4,ATy={AT A} =1.
(c) Ein , Besetzungszahloperator“wird als N = ATA definiert. Als symmetrische Matrix hat

N reelle Eigenwerte, die die Teilchenzahl des jeweiligen Zustandes darstellen. Wieviele
Teilchen sind in den Zustinden |0) und |1) zu finden?

[Dieses System entspricht einem ,, Fermion*, das dem ,, Paulischen Ausschlussprinzip” geniigt.]



